Grado en Fisica —Analisis Matematico |

Relacion de ejercicios 1 - Soluciones

Ejercicio 1. Lee el epigrafe 1.1.1Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolari@&’mi libro
Célculo diferencial e integral de funciones de una variable

Después de leerlo explica el significado de la expresida=T". Explica también con todo de-
talle qué es lo que hacemos en matematicas cuando demostuiartenrema.

Solucion. Si H y T son dos proposiciones, la expresi6H<=T" es una nueva proposicion que
significa la disyuncién légicenoH )V T. Demostrar un teorema consisteggabar que una proposicion
del tipo H=—T es verdaderaPuesto que si{ es falsa (né/)vT es verdadera, para probar que
H=—T es verdadera lo que hay que hacer es probasptiees verdadera entoncéses verdadera.
Suele llamase # la hipotesis y & la tesis del teorema. Hay que notar que no se trata de probar qu
H sea verdadera o queé sea verdadera. Claro esta, si sabemoskuyeque H—>T son verdaderas
entonced” es verdadera. ©
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Solucion. Se trata de una desigualdad entre funciones racionalasn¢#h racional de la derecha es
una constante). Seguiremos el procedimiento generaleistbase. Tenemos que:

L , - . -2
Ejercicio 2. Calcula para qué valores de= R se verifica la de&gualdaéiz—jr >
X2 —

1—-2x 1 1—2x 1 —x2—-4x+6
> ——>0 - >0 244x—6)(x2—4) <0
-4 29 w24 27" T2y © (T Hax -G —4)

PongamosP(x) = (x? 4 4x — 6)(x> — 4). Las soluciones de la ecuaciai + 4x — 6 = 0 son
a=-2—+10y B =-2+ +/10. Por lo que las raices del polinomi son, ordenadas de menor a
mayor,a < —2 < f < 2. Tenemos asi que:

Px)=(x—-a)(x +2)(x = f)(x —-2)

Deducimos que:

x <a = P(x)> 0porque es producto de cuatro nUmeros negativos.
a<x<—-2 = P(x)<0porque es producto de un nimero positivo y tres negativos.
—2<x<pB = P(x)> 0porque es producto de dos nimeros positivos y dos negativos.
B <x<2 = P(x)<0porque es producto de tres nimeros positivos y uno negativo.
B <x = P(x)> 0porque es producto de cuatro niUmeros positivos.

Del estudio anterior se deduce que:

1-2 1
Az{xeR: > Z>5}:]—2—\/10,—2[U]—2+v10,2[.
X2 —
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Ejercicio 3. Calcula para qué valores de= R se verifica que|x — 6|(1 + |x — 3|) > 1.

Solucion. Para estudiar la desigualdad— 6/(1 + |x — 3]) = 1, lo que vamos a hacer es quitar los
valores absolutos y para ello consideraremosxjgea mayor o menor quey mayor o0 menor queé.
Tenemos asi las siguientes posibilidades:

° Caso en que < 3. Tenemos que:
x —6](1+|x=3)=1<=(6—x)1+3—x)=1<= x*—10x+23>0.

Las raices de? — 10x +23 =0 sona = 5—+/2, b =5+ +/2. Tenemos que? — 10x + 23 > 0 cuando
seax <a 0 x = b. Como estamos considerando qu€ 3, no puede ser = b y la condiciény < a se
cumple porqué < a. Concluimos que la desigualdad estudiada es ciertaxpara.

° Caso en qué < x < 6. Tenemos que:
x =61+ |x=3)=1<= (6-x)(1+x—-3)=>1 x*—-8x+13<0.

Las raices der> — 8x 4+ 13 =0 sonc =4 — /3, d = 4 + /3. Tenemos que> — 8x + 13 <0
cuandox € [c,d]. Como estamos considerando quec [3, 6], ambas condiciones se cumplen si
x € [e,d] N[3,6] = [3,d], donde hemos tenido en cuenta que: 3 < d < 6. Concluimos que la
desigualdad estudiada es cierta pharax < 4 + /3.

° Caso en qué < x. Tenemos que:
x—6(l+|x=3)=1l=(x-6)(1+x—-3)=>1<x*—8x+11=>0.

Las raices da? —8x + 11 =0sonu =4 — /5, d =4 + /5. Tenemos que? — 8x + 13 > 0 cuando
x <u 0x =v. Como estamos considerando que 6, y tenemos que < 6 < v, no puede sex < u.
Concluimos que la desigualdad estudiada es ciertaypard + /5.

Del estudio anterior se deduce que:

D={xeR:|x—6|(1+|x—3))=1}=]— 00,4+ V3U[4+ V5, +0od].

©
Ejercicio 4. Calcula para qué valores de= R se verifica que
x3=5

—————| <L 1
x2—2x — 3‘ @)

Solucion.Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades:

3
-5

—1< L <. (2)

x2—2x—-3

Consideremos la parte de la izquierda de esta desigualdadnios que:

1< x3—35 - x*—5 x4 x?-2x-38

= >0¢=> (v +x2—2x—8) (x2—2x—3)=0.
2 _2x_3 2 _2x—_3 2 _ox 3 (x74x*—2x—8)(x"—2x-3)

Como el polinomiox?® + x? — 2x — 8 tiene la rai22, obtenemos facilmente:

P x?—2x=8)(x?—2x—=3) = (x =2)(x? + 3x + H)(x + D)(x = 3)
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Comox? + 3x + 4 no tiene raices reales, se sigue que paratogR esx? + 3x + 4 > 0, por lo que
podemos prescindir de este factor. Hemos obtenido queta gafa izquierda de la desiguald&@) ¢s
equivalente a:

hx)=x+ D(Kx—-2)(x—-3)=0.

Como la funcién racional enl] no esta definida en los ceros del denominados —1 y x = 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideracionesmias que:

x <—1 = h(x) < 0porque es producto de tres nUmeros negativos.
—l<x <2 = h(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
2<x<3 = h(x) < 0porque es producto de dos nimeros positivos y uno negativo.
3<x = h(x)> 0porque es producto de tres niUmeros positivos.

Como, ademad;(2) = 0, concluimos que la parte de la izquierda de la desigual@ee(cierta para
x €] —1,2]U]3, +o9].

Consideremos la parte de la derecha de la desiguallatiehemos que:

x3-5 x3-5 X3 —x242x-2
<l<— =

— —1= <0 3 x?—2x—8)(x2—2x—3)<0.
x2—-2x-3 X2 _2y—3 2 _2x—_3 (X +x"—2x—8)(x"—2x-3)

Como el polinomiox?® — x? + 2x — 2 tiene la raizl, obtenemos facilmente:
=X+ 2x-2)(x?=2x =) =(x - D>+ 2)(x + D)(x —3)

Para todox € R esx? + 2 > 0, por lo que podemos prescindir de este factor. Hemos olateid la
parte de la derecha de la desiguald®des equivalente a:

gx)y=x+1D(x—-D(x-3)<0.

Como la funcién racional enl] no esta definida en los ceros del denominados —1 y x = 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideracionesnias que:

x <—-1 = g(x) < 0porque es producto de tres nimeros negativos.
—l<x<1 = g(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
l<x<3 = g(x) < 0porque es producto de dos nimeros positivos y uno negativo.
3<x = g(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos.

Como, ademasg (1) = 0, concluimos que la parte de la derecha de la desiguaRjasb(cierta para
X €] — oo, —1[U[l, 3].

Concluimos que:

Az{xeR:

< 1} = (]— 12U, +oo[ ) () (1= o0, =1[U[1. 3] ) =[1.2].
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Ejercicio 5. Supuesto qué < « < b, calcula para qué valores de se verifica la desigualdad

1 1 1 1
~tar "ty 3)

Solucién. Se trata de una desigualdad entre funciones racionalasn¢edh racional de la derecha es
una constante). Seguiremos el procedimiento generaleistbase. Tenemos que:

1 1 1 1 a+b a+b a+b a+b

X a+b-—-x a béx(a+b—x)< ab x(a+b—x) ab <0

Haciendo las operaciones indicadas y simplificando serubtee:

at+b  a+b _(a+b)(x*—(a+b)x +ab)
x(a+b—x) ab abx(a+ b —x)

Comoab > 0y a + b > 0, deducimos que la desiguald&) és equivalente a:
(x2—(a+b)x+ab)x(a+b—x)=—(x—a)(x—b)x (x—(a+b)) < 0 < H(x)=x(x—a)(x—b)(x—(a+b)) > 0
Las raices de este polinomio son, ordenadas de menor a Mayer,< b < a + b. Tenemos que:

x <0 = H(x)> 0porque es producto de cuatro nUmeros negativos.
0<x<a = H(x) < 0porque es producto de un nimero positivo y tres negativos.
a<x<b = H(x)> 0porque es producto de dos nimeros positivos y dos negativos.
b<x<a+b = H(x) < 0porque es producto de tres nUmeros positivos y uno negativo.
a+b<x = H(x)> 0porque es producto de cuatro nUmeros positivos.

Del estudio anterior se deduce que:

1 1 1 1
A=qxeR:—+ —— < — 4+ — ¢ =] —00,0[U]a, b[U]a + b, +o0]
X a+b—x a b
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